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ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРУТЯЩИХ МОМЕНТОВ 
ПРИ ХОЛОДНОЙ ПОЛОСОВОЙ ПРОКАТКЕ 

Василев Я. Д. /д. т. н./ 

Национальная металлургическая академия Украины 

Представлені результати теоретичного визначення крутних моментів при холодній прокатці по силам те-
ртя і по силі прокатки, що враховують вплив натягу і пружних деформацій валків і штаби. Порівняльні дослідження, 
виконані з використанням нової моделі напружень тертя, що відображає закономірності кінематики осередку де-
формації при холодній прокатці показали, що методи визначення крутних моментів по силі прокатки і силам те-
ртя є рівноцінними. 

Запропоновано нове рішення для визначення коефіцієнта плеча моменту по координаті центру ваги епюри 
контактних нормальних напружень. Показано, що застосування даного рішення забезпечує прогнозування крутних 
моментів по силі прокатки з задовільною точністю і надійністю. 

Ключові слова: холодна прокатка; крутний момент; нейтральний кут; напруження тертя; сила прокатки. 

To be presented results of the theoretical determination of the torques during cold rolling along the frictional forces and 
the rolling force are given, taking into account the effect of tension and elastic deformations of the rolls and strip. Comparative 
studies performed with the use of a new model of frictional stresses, reflecting the kinematics of the deformation center in cold 
rolling, showed that the methods for determining the torques by rolling force and frictional forces are equivalent. 

To be proposed a new solution is proposed for determining the coefficient of the arm of the moment from the coordinate 
of the center of gravity of the diagram of contact normal stresses. It is shown that the application of this solution ensures the 
prediction of torque by rolling force with satisfactory accuracy and reliability. 

Key words: cold rolling; torque; neutral angle; friction stress; rolling force. 
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Введение. При холодной прокатке без натяже-
ния, как и при любом другом процессе прокатки, вся 
мощность, необходимая для осуществления пласти-
ческой деформации полосы валками передается 
фрикционным путем. Поэтому для обжатия полосы, 
необходимо знать какие моменты должны быть 
приложены к валкам, чтобы обеспечить их враще-
ние в процессе прокатки. Поскольку реальный про-
цесс холодной полосовой прокатки осуществляется 
всегда с натяжением, то очевидно, что при теорети-
ческом определении крутящих моментов должно 
быть учтено также влияние сил переднего и заднего 
натяжения, приложенных к полосе. Несмотря на ка-
жущуюся простоту и наличие многочисленных пуб-
ликаций по этому вопросу, анализ большинства ко-
торых содержится в работах [1-9] удовлетворитель-
ное замкнутое теоретическое решение задачи по 
определению крутящих моментов при прокатке, в 
том числе холодной в литературе не предложено. 
Отличительной особенностью практически всех 
опубликованных решений для определения крутя-
щих моментов при прокатке является то, что они по-
лучены с применением ряда спорных или недоста-
точно обоснованных допущений, либо предпола-
гают использование данных о других параметрах 
процесса, теоретическое определение которых не 

дано. По этим причинам практическое применение 
многих теоретических решений для определения 
крутящих моментов при прокатке затруднено, либо 
невозможно. Например, для расчетного определе-
ния крутящих моментов по силе прокатки необхо-
димо знать величину коэффициента ψ, характеризу-
ющего положение точки приложения равнодейству-
ющей на контактной поверхности полосы с валком 
(коэффициента плеча момента).  

В современной теории продольной прокатки 
корректное теоретическое решение задачи по опре-
делению коэффициента плеча момента отсутствует. 
В условиях холодной полосовой прокатки решение 
этой задачи осложняется еще и тем, что при опреде-
лении коэффициента плеча момента ψс должно 
быть учтено влияние натяжения и упругих деформа-
ций валков и полосы [9, 10]. В связи с этим в инже-
нерной практике и в научных исследованиях при вы-
полнении расчетов крутящих моментов величину 
коэффициента плеча момента обычно не вычис-
ляют, а выбирают из имеющихся эксперименталь-
ных данных, либо назначают, руководствуясь опы-
том и интуицией, что связано с большими погрешно-
стями. На основании сказанного можно заключить, 
что предложенные в литературе теоретические ре-
шения и созданные на их основе методики расчета 
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крутящих моментов при холодной полосовой про-
катке могут быть квалифицированы только как при-
ближенные. Вместе с тем при проектировании меха-
нического и электрического оборудования станов 
холодной полосовой прокатки, систем автоматиче-
ского регулирования и управления технологиче-
скими параметрами на этих станах, а также при 
определении энергетической эффективности про-
цесса холодной прокатки и разработке энергосбере-
гающих режимов деформации и натяжений на дей-
ствующих станах холодной прокатки необходимы 
надежные и количественно точные данные о крутя-
щих моментах [6-8,11-14].  

Из изложенного следует, что совершенствование 
методов теоретического определения крутящих мо-
ментов при холодной полосовой прокатке с целью 
повышения точности и надежности прогнозирова-
ния данного параметра является актуальной науч-
ной и прикладной задачей. Решению этой задачи 
посвящена настоящая публикация.  

Методы определения крутящих моментов при 
прокатке. Теоретическое определение крутящих 
моментов на бочках валков при прокатке тонких по-
лос осуществляют двумя методами: по силам тре-
ния и по силе прокатки. В основу этих методов, если 
считать деформацию полосы двумерной, положены 
следующие уравнения для определения крутящего 
момента на бочке одного валка (в дальнейшем его 
будем называть моментом прокатки) при простом 
симметричном установившемся процессе прокатки 
[1, 3-5]: 

- по силам трения: 
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α, γ, δ – соответственно, угол контакта полосы 
с валком, нейтральный угол и угол, характеризую-
щий положение точки приложения равнодейству-
ющей силы к валку; Р, τ, р – сила прокатки, кон-
тактные касательные и нормальные напряжения 

при прокатке; φ, b, R – текущий центральный угол, 
ширина полосы и радиус рабочего валка; а, l, ψ – 
плечо силы Р, длина очага деформации и коэффи-
циент плеча (положения) силы Р (ψ= δ/α= α/l). 

Уравнения (1)-(4) записаны для случая прокатки 
идеально жесткой полосы в идеально жестких вал-
ках, т. е. без учета влияния упругих деформаций ме-
талла и инструмента. 

Из этих уравнений видно, что для теоретического 
определения крутящего момента на бочке валка 
(момента прокатки) необходима точная информа-
ция об уровне и характере распределения нормаль-
ных р и касательных τ напряжений на контактной по-
верхности полосы с валком при прокатке. Анализ ре-
шений для определения контактных напряжений, 
составляющих основу современной теории про-
дольной прокатки, показал, что они не обеспечи-
вают прогнозирование напряжений р и τ с требуе-
мой точностью. Это объясняется, прежде всего, тем, 
что при решении контактных задач в теории про-
дольной прокатки используются очень грубые и не-
достаточно обоснованные модели для описания 
напряжений трения [10, 15-17]. Кроме того, при тео-
ретическом определении крутящего момента на 
бочке валка многие авторы обычно принимают 
упрощения и допущения, которые не способствуют 
повышению точности решения поставленной за-
дачи. Поэтому предложенные в литературе реше-
ния уравнений (1)-(3) должны рассматриваться 
только как приближенные. 

Одно из приближенных решений для определе-
ния крутящего момента по силам трения с использо-
ванием уравнения (1) предложено В.Ф. Баюковым. 
Принимая τ=τср (где τср – среднее значение касатель-
ных напряжений на протяжении дуги контакта при 
прокатке) автор получил следующую формулу для 
определения крутящего момента по силам трения 
при двумерной деформации [5]: 
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Эта формула была опубликована В.Ф. Баюковым 

еще в 1932 году. Формула В.Ф. Баюкова отражает 
физически верно фрикционное взаимодействие 
валка с полосой. Она проста, логична, наглядна и 
удобна для анализа, на что указывается, например, 
в работе [18]. Однако, по мнению практически всех 
ученых-прокатчиков "для практических расчетов не-
пригодна, так как касательные напряжения на про-
тяжении дуги захвата претерпевают значительные 
изменения" [4, с. 237]. Кроме того, "расчет по фор-
муле (5) требует достаточно точного определения 
нейтрального угла γ" [18, с. 198], поскольку "допу-
щенная неточность в определении угла γ вызывает 
двойную погрешность при определении момента" 
[5, с. 203]. Замечания эти, безусловно, справедливы. 
Но на наш взгляд их нельзя рассматривать как фа-
тальные. Например, усреднение касательных напря-
жений (напряжений трения) по дуге захвата при ис-
пользовании корректной модели для описания 
напряжений трения при прокатке повлечет за собой 
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примерно такую же погрешность, как и при опреде-
лении среднего контактного нормального напряже-
ния рср по известной эпюре р=φ(х/l). Это касается и 
определения нейтрального угла с учетом неравно-
мерности распределения контактных напряжений 
при прокатке. Возможности современной теории 
продольной прокатки не позволяют сегодня решить 
аналитически корректно эти задачи, но трудности, 
связанные с их решением, не представляются 
непреодолимыми. 

Формула для определения крутящего момента 
по силе прокатки (Р=рсрlb), полученная в результате 
решения уравнения (3) записывается в виде [1, 4]: 
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Влияние неравномерности распределения кон-

тактных напряжений на крутящий момент в этой 
формуле учитывается в основном через величину 
коэффициента плеча момента ψ. Аналитически зна-
чения коэффициента плеча момента при холодной 
полосовой прокатке в большинстве случаев опреде-
ляют по координате центра тяжести эпюры нор-
мальных касательных напряжений, построенной на 
горизонтальной проекции дуги контакта полосы с 
валком. Принимая во внимание, что для расчета па-
раметров рср и l в литературе приведены достаточно 
апробированные методики, можно заключить, что 
слабым местом формулы (6) является определение 
коэффициента плеча момента ψ. 

Теоретически методы определения крутящих 
моментов по силам трения и по силе прокатки явля-
ются равноценными и значения Mτ и Mр, рассчитан-
ные по формулам (5) и (6), при прочих равных усло-
виях, должны получатся одинаковыми. Однако в за-
висимости от принятых допущений и упрощений 
при выводах этих формул и точности определения, 
входящих в них параметров расхождения между 
расчетными значениями крутящего момента по си-
лам трения и по силе прокатки не только возможны, 
но и неизбежны. Поэтому сравнительное теоретиче-
ское исследование точности определения крутя-
щего момента по силам трения и по силе прокатки 
другими способами не только целесообразно, но и 
необходимо. 

Теоретическое определение крутящих момен-
тов с использованием новой модели напряжений 
трения. Как уже отмечалось выше точность расчета 
крутящих моментов по силе прокатки и силам тре-
ния зависит исключительно от точности определе-
ния уровня и характера распределения нормальных 
и касательных напряжений на контактной поверхно-
сти полосы с валком. При тонколистовой, прежде 
всего холодной прокатке на уровень и характер из-
менения контактных напряжений решающее влия-
ние оказывает модель напряжений трения [10, 15-
17]. В современной теории продольной прокатки в 
качестве моделей напряжений трения применяют 
следующие условия [4, 5, 10, 16, 18]: 

- в зоне скольжения: 
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- в зоне торможения: 
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- в зоне застоя: 
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где f, fσ – коэффициент трения и показатель сил тре-
ния при прокатке; β,σт – коэффициент Лоде и напря-
жение текучести материала полосы; τтз – напряже-
ние трения на границе зон торможения и застоя; 
x, l – текущая координата и длина очага деформации. 

 
Первые два условия для описания напряжений 

трения получили известность в литературе как "за-
кон Амонтона" и "закон Зибеля", несмотря на то, что 
законами они не являются [15, 16]. Следует также от-
метить, что деление очага деформации при про-
катке на три зоны является во многом искусствен-
ным, причем протяженность этих зон, строго не 
определена. Кроме того, ранее было показано [10, 
15, 16], что условия (7)-(9) не имеют достаточного 
физического обоснования, экспериментально не 
подтверждены и не обеспечивают прогнозирование 
напряжений трения при прокатке с требуемой точ-
ностью. Поэтому их следует рассматривать исключи-
тельно как допущения.  

С целью устранения этого недостатка была пред-
ложена и реализована новая, более корректная мо-
дель напряжений трения, учитывающая кинематику 
очага деформации при холодной полосовой про-
катке. Эта модель для двумерной деформации запи-
сывается в виде [10, 15-17]: 

- для зоны отставания: 
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- для зоны опережения: 
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где Vск0, Vск1 – значения скорости скольжения полосы 
относительно валков в сечениях входа и выхода из 
очага деформации; hγ, h0, h1 – толщина полосы в 
нейтральном сечении, на входе и выходе из очага 
деформации; Vскх, hх – скорость скольжения и тол-
щина полосы в рассматриваемом сечении. 
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Для определения контактных напряжений при 
холодной прокатке с использованием новой модели 
напряжения трения уравнения (10) и (11) решали 
совместно с дифференциальным уравнением рав-
новесия продольных сил при двумерной прокатке 
[4, 5, 17]: 

 

,
т

x
h

x
dh

tg
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
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(12) 

 
где φ – текущий угол; hх – толщина полосы в рассмат-
риваемом сечении. 

 
В результате совместного решения уравнений 

(10)-(12) с использованием общепринятых допуще-
ний были получены дифференциальные уравнения 
для определения контактных нормальных напряже-
ний при холодной прокатке соответственно в зоне 

отставания и опережения [17]. Аналитическое реше-
ние этих уравнений оказалось невозможным, по-
этому их решение осуществляли численным мето-
дом. Для этой цели был использован метод Рунге-
Кутты [19]. В ходе решения очаг деформации делили 
на большое количество сечений (свыше 2000) для 
более точного определения толщины полосы в 
нейтральном сечении hγ и строили кривые, контакт-
ных нормальных напряжений, описываемые этими 
уравнениями, соответственно в зоне отставания и 
опережения. Положение нейтрального сечения, в 
котором согласно определению, напряжения тре-
ния равны нулю, находили по координате точки ка-
сания этих кривых. Погрешность определения тол-
щины полосы в нейтральном сечении hγ не превы-
сила 0,001 %. Описанный принцип определения по-
ложения нейтрального сечения для случая холод-
ной прокатки, когда R=300 мм; R/h0=750; f=0,04; ε= 
0,25 (где ε – частное относительное обжатие) показан 
графически на рис 1. 

 
 

 

Рис. 1. К определению положения нейтрального сечения при холодной прокатке: 1, 2 – кривые, описываю-
щие изменение контактных напряжений в зоне отставания и опережения соответственно (пунктиром 
показана недействительная часть кривых 1, 2); 3 – положение максимума эпюры контактного нормаль-
ного напряжения; 4 – положение нейтрального сечения 

 
 
Более подробно особенности предложенного 

решения, по результатам которого строили эпюры 
нормальных р/βσт=φ(x/l) и касательных τ/βσт=φ(x/l) 
напряжений при холодной прокатке, изложены в ра-
ботах [17, 20]. 

На рис. 2, в качестве примера, представлены 
эпюры р/βσт=φ(x/l) и τ/βσт=φ(x/l), построенные по 
результатам выполненного исследования при хо-
лодной прокатке тонкой полосы для следующих 
исходных данных: R=300 мм; R/h0=600; f=0,05; 
ε= 0,4. 

Из рис. 2 видно, что эпюры р/βσт=φ(x/l) и 
τ/βσт=φ(x/l) отражают физически верно распределе-
ние нормальных и касательных напряжений (напря-
жений трения) по длине дуги контакта полосы с вал-
ком и близко соответствуют экспериментальным 
эпюрам, при холодной прокатке приведенным в ли-
тературе, [4, 6, 10, 12, 16, 21]. При этом они рази-
тельно отличаются не только количественно, но и 
качественно от теоретических эпюр р/βσт=φ(x/l) и 
τ/βσт=φ(x/l) с "острым пиком" в нейтральном сече-
нии, полученных с использованием условия τ= fр 

для описания напряжений трения [1, 3-5]. Видно 
также, что теоретические эпюры нормальных напря-
жений, полученные с использованием новой мо-
дели напряжений трения, имеют характерный купо-
лообразный вид, а теоретические эпюры напряже-
ний трения плавно переходят через ноль в 
нейтральном сечении и в этом смысле они практи-
чески не отличаются от экспериментальных эпюр 
контактных напряжений при продольной холодной 
прокатке. Установлено также, что по эпюрам напря-
жений трения легко и с высокой точностью опреде-
ляется положение нейтрального сечения, а, следо-
вательно, и величина нейтрального угла. И наконец, 
представленные на рис.2 эпюры свидетельствуют о 
том, что сечение максимума на эпюрах р/βσт=φ(x/l), 
положение которого характеризуется углом φmax, не 
совпадает с нейтральным сечением, т.е. угол φmax не 
равен нейтральному углу γ, причем всегда φmax ˃ γ 
[20,22]. Таким образом, теоретический вывод о не-
совпадении этих сечений, сделанный много лет 
тому назад А.Надаи и А.А. Королевым [4-6] получил 
впервые убедительное подтверждение.  
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Рис. 2. Эпюры нормальных контактных напряжений и напряжений трения при холодной прокатке 

 
 
 
В работе [20] представлены результаты теорети-

ческого исследования нейтрального угла γ при хо-
лодной прокатке с использованием новой модели 
напряжений трения и их сравнение с расчетными 
данными по формуле Экелунда-Павлова [18]: 
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(13) 

 
где βу – угол трения при установившемся процессе 
прокатки (tgβу=f). 

 
Было показано, что во всем диапазоне условий 

реализации процесса холодной прокатки теоретиче-
ские значения нейтрального угла, полученные с ис-
пользованием новой модели напряжений трения 
являются более низкими, чем по формуле (13) и мо-
гут быть описаны зависимостью: 
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(15) 

 
Количественные данные об уровне и характере 

изменения параметров γ/α и φmax/α в функции от со-
отношения α/β содержится в статье [22]. 

Из изложенного следует, что предложенное в 
данной работе решение контактной задачи с ис-
пользованием новой модели напряжений трения 
обеспечивает получение более точной и более 
надежной информации о контактных напряжениях и 
положении нейтрального сечения в очаге деформа-
ции при прокатке тонкой жестко-пластической по-
лосы в идеально жестких валках, что делает его при-
менение более предпочтительным для теоретиче-
ского определения крутящего момента по уравне-
ниям (1)-(3). 

С этой целью было выполнено совместное реше-
ние уравнений (1)-(3) с дифференциальными урав-
нениями для определения контактных напряжений 
[17], в основу которых была положена новая модель 
напряжений трения, представленная зависимостями 
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(10) и (11). Решение осуществляли численным мето-
дом для следующих исходных данных: R=300 мм; 
R/h0=100…3000; f=0,03…0,15; ε= 0,01…0,50. Для удоб-
ства анализа расчетных данных по уравнениям 
(1)-(3) в ходе моделирования определяли относи-
тельный крутящий момент М/βσтb. По получен-
ным расчетным значениям крутящего момента 
строили зависимости Мτ/βσтb=φ(ε), Мр/βσтb=φ(ε) 
и определяли расхождения между моментами 
Мτ и Мр. 

Анализ зависимостей Мτ/βσтb=φ(ε) и Мр/βσтb=φ(ε), 
показал, что они имеют одинаковый характер изме-

нения и отличаются между собой только количе-
ственно. На рис. 3 показаны наиболее характерные 
из них, моделирующие условия холодной прокатки 
в первых (рис. 3, а, б) и последних (рис. 3, в, г) клетях 
непрерывных станов холодной прокатки. Они сви-
детельствуют о том, что при прокатке относительно 
толстых полос (R/h0=100) с большими значениями 
коэффициента трения (f=0,10…0,15) увеличение 
частных относительных обжатий и коэффициента 
трения (рис. 3, а) оказывает меньшее влияние на ве-
личину крутящего момента, чем при прокатке тон-
ких полос (R/h0=3000) с малыми коэффициентами 
трения (f=0,03…0,05) (рис. 3, г).

 
 

 
 а б в г 

Рис. 3. Теоретические зависимости Mτ/βσTb = φ(ε) (кривые 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15) и Mp/βσTb = φ(ε) (кривые 
2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16) при холодной прокатке (R = 300 мм): а – R/h0 = 100, б – R/h0 = 500, в – R/h0 = 1000, 
г – R/h0 = 3000; 1, 2 – f = 0,15; 3, 4 – f = 0,10; 5, 6 – f = 0,07; 7, 8, 9, 10, 13, 14 – f = 0,05; 11, 12, 15, 16 – f = 0,03 

 
 
Это логично, поскольку с увеличением пара-

метра R/h0 влияние сил внешнего трения на силовые 
параметры процесса прокатки возрастает. При этом 
установлено, что методы определения крутящего 
момента по силам трения и по силе прокатки обес-
печивают практически одинаковую точность прогно-
зирования данного параметра. Максимальные рас-
хождения значений крутящих моментов, рассчитан-
ных по силам трения и по силе прокатки, находятся 
в диапазоне от 2 до 5 % [17]. Вместе с тем следует 
отметить, что во всем исследованном диапазоне из-
менения условий прокатки значения крутящего мо-
мента по силам трения Мτ получаются, хотя и незна-
чительно, но более высокими, чем значения крутя-
щего момента по силе прокатки Мр, причем с ростом 
частного относительного обжатия эта разница воз-
растает. Более низкие значения крутящего момента 
по силе прокатки можно объяснить тем, что заим-
ствованные из работы [4] уравнения (2) и (3) запи-
саны с учетом принятых авторами математических 
упрощений, в то время как уравнение (1) представ-
лено в математически точной записи.  

Таким образом, результаты сравнительного 
теоретического исследования крутящего момента 
при холодной прокатке тонкой жестко-пластиче-
ской полосы в идеально жестких валках с исполь-
зованием новой модели напряжений трения под-

твердили, что методы определения крутящего мо-
мента по силам трения и по силе прокатки явля-
ются равноценными.  

Анализ приближенных формул для определе-
ния крутящих моментов при простом процессе 
прокатки. Заключение о равноценности методов 
определения крутящего момента по силам трения и 
по силе прокатки дает основание полагать, что фор-
мулы (5), (6) для расчета данного параметра, соот-
ветственно по силам трения и по силе прокатки, яв-
ляются равноценными при условии, что входящие в 
них параметры определяются с достаточно высокой 
точностью. Поэтому их дополнительный анализ 
представляется уместным. 

Запишем формулу (5) в виде: 
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Произведение τсрRαb в этой формуле представ-

ляет собой среднюю величину силы трения Tcp на 
контактной поверхности полосы с валком, а сомно-

житель 












21  – разность относительной протя-

женности зон отставания и опережения.  
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Зная среднюю силу трения (Tcp= τсрRαb) и учиты-
вая, что взаимосвязь между силой трения Tcp и нор-
мальной силой (силой прокатки) Р выражается зако-
ном Амонтона, имеем:  

 
Tcp=fP, (17) 
 

где f – коэффициент трения при прокатке. 
 
С учетом (17) формула (16) приобретает вид 
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Из формулы (18) видно, что крутящий момент на 

одном валке при прокатке, определяемый по силам 
трения равен произведению средней силы трения 
(fP) на разность относительной протяженности зон 

отставания и опережения 












21  и на радиус ра-

бочего валка R, т.е. на плечо этой силы. По формуле 
(19) момент, необходимый для вращения валка при 
прокатке равен разности крутящих моментов, созда-
ваемых средними силами трения (fP) в зонах отста-
вания и опережения. Это подтверждает физическую 
обоснованность не только формул (16), (18) и (19), 
но и метода определения крутящего момента при 
прокатке по силам трения. Однако практическое ис-
пользование этих формул сдерживается сегодня от-
сутствием корректных решений для определения 
нейтрального угла (протяженности зоны опереже-
ния) при прокатке.  

По этой причине в инженерной практике вели-
чину крутящего момента при прокатке тонких полос 
определяют исключительно по силе прокатки, поль-
зуясь формулой (6). Как уже отмечалось основная 
проблема при выполнении расчетов по этой фор-
муле связана с определением коэффициента плеча 
момента ψ. Из равенства формул (5) и (6) находим: 
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Равенство (20) устанавливает взаимосвязь 

между коэффициентом плеча момента ψ, коэффи-
циентом трения f и разностью относительной протя-
женности зон отставания и опережения. Ранее [3] 
аналогичная зависимость была получена из основ-
ного уравнения равновесия сил, действующих на 
валки при прокатке, что служит косвенным подтвер-
ждением справедливости формул (6) и (18). 

Из-за отсутствия надежных данных о γ/α равен-
ство (20) при определении коэффициента ψ приме-
нения не получило. Как отмечалось выше, надеж-
ные и точные данные о параметре γ/α необходимы 
также при расчетном определении крутящего мо-
мента по силам трения. Точные и надежные данные 
о параметре γ/α, необходимые для определения 
крутящего момента по силам трения, могут быть по-
лучены только при решении контактной задачи тео-
рии продольной прокатки с использованием более 
корректной модели для описания напряжений тре-
ния с учетом особенностей кинематики очага де-
формации при прокатке.  

Таким образом, подводя итоги, можно отме-
тить, что наиболее надежные данные о крутящем 
моменте сегодня получают при определении дан-
ного параметра по силе прокатки, когда величину 
коэффициента плеча момента находят по коорди-
нате центра тяжести эпюр контактных нормальных 
напряжений. При определении коэффициента 
плеча момента этим способом учитывается влия-
ние неравномерности распределения контактных 
нормальных напряжений, что исключает необхо-
димость в установлении положения максимума на 
этих эпюрах с очень высокой точностью. 

Описывая эпюру контактных нормальных 
напряжений при простом процессе прокатки тон-
кой жестко-пластической полосы в идеально 
жестких валках непрерывной кусочно-линейной 
функцией в работе [9] приведена следующая за-
висимость для вычисления коэффициента плеча 
момента ψ с учетом влияния упрочнения матери-
ала полосы:
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σт0, σт1 – предел текучести материала полосы на 

входе и выходе из очага деформации, рассчитанный 
с учетом влияния только упрочнения; α, φmax – угол 
контакта полосы с валком и угол, характеризующий 
положение максимума на эпюре контактных нор-
мальных напряжений. σтисх, m – исходный предел те-
кучести материала полосы, и сомножитель характе-
ризующий интенсивность упрочнения материала 
полосы; ε, εпр, ε∑ – частное, предварительное и сум-
марное относительное обжатие полосы; ∆h, k – аб-
солютное обжатие полосы при прокатке и безраз-
мерный показатель, определяющий характер упроч-
нения материала полосы; рср, hср – среднее контакт-
ное нормальное напряжение и средняя толщина по-
лосы в очаге деформации при прокатке. 

 
В настоящее время зависимости для определе-

ния параметра φmax/α не предложены поэтому в рас-
четах ψ по формуле (21) вместо φmax/α подставляли 
значения γ/α, рассчитанные по приближенным фор-
мулам (13) и (14). 

С использованием формул (6), (13), (14), (18), 
(21)-(26) были выполнены расчеты коэффициента 
плеча момента ψ, моментов Мр, Мτ, силы Р, действу-
ющей на валки и параметра γ/α с учетом влияния 
упрочнения материала полосы для случая прокатки 
полос толщиной 0,3 и 3,0 мм из ненаклепанной 
стали 08кп [σт=230+34,6(100ε∑)0,6] в валках радиусом 
300 мм с частными относительными обжатиями от 
0,1 до 0,5 и коэффициентами трения f, равными 0,05 
и 0,1. Результаты расчетов представлены в табл. 1. 

Из табл. 1 видно, что в рассматриваемых усло-
виях деформации значения коэффициента плеча 
момента ψ при прокатке находятся в диапазоне от 
0,398 до 0,471 и слабо зависят от толщины полосы, 
коэффициента трения, частных относительных об-
жатий и параметра γ/α. Тем не менее тенденция ро-
ста коэффициента плеча момента с увеличением ко-
эффициента трения, просматривается четко, в то 
время как с ростом частных относительных обжатий 
наблюдается обратная картина. Видно также, что 
при прочих равных условиях значения коэффици-

ента ψ при прокатке полос толщиной 0,3 мм получа-
ются хотя и незначительно, но более высокими, чем 
при прокатке полос толщиной 3,0 мм. Это вызвано 
тем, что при прокатке более тонких полос возрас-
тает влияние сил трения на все параметры процесса, 
в том числе и на величину коэффициента плеча мо-
мента. Здесь следует особо остановится на взаимо-
связи коэффициента ψ с параметром γ/α. Представ-
ленные в табл. 1 данные свидетельствуют о том, что 
значения параметра γ/α, характеризующего поло-
жение максимума эпюр контактных нормальных 
напряжений в очаге деформации, практически не 
влияют на величину коэффициента плеча момента. 
Например, уменьшение параметра γ/α с 0,342 до 
0,146, при прокатке полосы толщиной 3,0 мм с коэф-
фициентом трения, равным 0,05 приводит к умень-
шению коэффициента ψ с 0,460 до 0,417 или всего 
на 9,43 %. Этим объясняется тот факт, что в резуль-
тате столь большого изменения параметра γ/α зна-
чения крутящего момента по силе прокатки измени-
лись всего на 2,34...4,47 %, т.е. менее, чем на 5%. 
Приведенные данные свидетельствуют о высокой 
надежности и стабильности определения крутящего 
момента по силе прокатки, несмотря на относи-
тельно низкую точность расчета параметра γ/α, чего 
нельзя сказать об определении крутящего момента 
по силам трения. Вместе с тем, очевидно, что в слу-
чае подстановки в формулу (21) значений параметра 
φmax/α, вместо γ/α, точность определения коэффи-
циента плеча момента ψ и крутящего момента по 
силе прокатки Мр повысится. 

Представленные в табл. 1 данные о крутящих мо-
ментах, рассчитанные по силам трения, которые 
превышают более чем в два раза значения момен-
тов по силе прокатки были ожидаемы. Они лишний 
раз подтверждают, что для расчетного определения 
крутящих моментов по силам трения необходима 
очень точная информация о параметре γ/α. Однако 
получение такой информации в настоящее время 
практически невозможно, несмотря на заманчи-
вость применения формулы (18) в инженерной 
практике.
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Определение крутящего момента при холод-
ной прокатке с учетом влияния упругих деформа-
ций валков и полосы и натяжения. Приведенные 
выше результаты теоретического исследования кру-
тящих моментов были получены для случая холод-
ной прокатки тонкой жестко-пластической полосы в 
идеально жестких валках. Это было сделано с целью 
упрощения математических выкладок при теорети-
ческом определении крутящих моментов, а также 
для удобства анализа и создания одинаковых усло-
вий при сравнительной оценке точности определе-
ния крутящих моментов по силам трения и по силе 
прокатки. Можно полагать, что эта цель настоящего 
исследования в основном достигнута. Однако все 
металлы и их сплавы обладают не только пластиче-
скими, но и упругими свойствами. Поэтому любой 
процесс холодной прокатки осуществляется в ре-
зультате упруго-пластического взаимодействия вал-
ков с полосой [9, 10, 16].  

Холодная прокатка предназначена для произ-
водства тонких и особо тонких полос толщиной от 
сотых и тысячных долей миллиметра до 2,0-2,5 мм 
(в основном 0,8…1,2 мм и менее), к показателям 
качества которых предъявляются высокие требо-
вания. Характерной отличительной особенностью 
холодной полосовой прокатки является то, что 
процесс реализуется в валках большого радиуса R 
(100…200 ≤ R ≤ 250…300 мм) с малыми абсолютными 

обжатиями Δh (0,001…0,01 ≤ Δh ≤ 0,1…1,0 мм) и с 
большими средними контактными нормальными 
напряжениями рсрс, величина которых достигает 
1000…2000 Н/мм2. В этих условиях прокатки 
сумма упругих деформаций радиального сжатия 
рабочих валков, упругого сжатия и упругого вос-
становления полосы приобретает значения, соиз-
меримые с абсолютными обжатиями полосы при 
прокатке. По этой причине упругие деформации 
валков и полосы, наряду с коэффициентом тре-
ния, становятся одним из основных факторов, 
определяющих уровень энергосиловых парамет-
ров процесса. Кроме того, холодная полосовая 
прокатка и горячая прокатка тонких полос осу-
ществляются всегда с натяжением и натяжение, 
как один из основных параметров технологии по-
лосовой прокатки, оказывает большое влияние на 
уровень крутящих моментов. Поэтому при теоре-
тическом определении крутящих моментов про-
цессов полосовой, прежде всего, холодной про-
катки влияние натяжения и упругих деформаций 
валков и полосы должно быть учтено.  

Исходя из сказанного формулы (6), (18) для рас-
четного определения крутящего момента на бочке 
одного валка при симметричном процессе холод-
ной полосовой прокатки с учетом влияния упругих 
деформаций валков и полосы и натяжения для дву-
мерной деформации записывается в виде [9, 10].
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где Рс, ψс, lc, γс,αс – соответственно сила прокатки, коэф-
фициент плеча момента, длина очага деформации, 
нейтральный угол и угол контакта полосы с валком, 
рассчитанные с учетом влияния натяжения и упругих 
деформаций валков и полосы; х1 – приращение длины 
очага деформации за линией соединяющей центры 
вращения валков, вызванное радиальным упругим 
сжатием рабочего валка и упругим восстановлением 
полосы; f, R, b – коэффициент трения, радиус рабочего 
валка и ширина прокатываемой полосы; h0, h1 – тол-
щина полосы на входе и выходе из очага деформации; 
q0,q1 – напряжение заднего и переднего натяжения. 

В формуле (28) параметр γс/αс определяет отно-
сительную протяженность только части зоны опере-
жения, находящейся до линии соединяющей цен-
тры вращения валков. Относительная протяжен-
ность всей зоны опережения при  холодной про-
катке с учетом влияния упругих деформаций валков 
и полосы равна сумме (γс/αс + x1/lc). 

Расчет параметров, входящих в формулы (27), 
(28) рекомендуется производить по приведенным 
ниже зависимостям, опубликованным в работах [9, 
10, 16]. 

Длина очага деформации: 
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рсрс, Δh, ε – среднее контактное нормальное напря-
жение при холодной полосовой прокатке, рассчи-
танное с учетом влияния натяжения и упругих де-
формаций валков и полосы, частное абсолютное и 
относительное обжатие полосы; х1п – приращение 
длины очага деформации, вызванное упругим вос-

становлением полосы; Ев, Еп – модуль упругости ма-
териала рабочих валков и полосы; β, νв – коэффици-
ент Лоде и коэффициент Пуассона материала рабо-
чих валков; σт1 – предел текучести материала по-
лосы на выходе из очага деформации.  

 
 
 
Среднее контактное нормальное напряжение и сила прокатки: 
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qcp, σтср, hcp – средние значения напряжения натяже-
ния, напряжения текучести и толщины полосы в 
очаге деформации; х0п,νп – приращение длины очага 
деформации, вызванное упругим сжатием полосы и 
коэффициент Пуассона материала полосы; σт0 – пре-
дел текучести материала полосы на входе в очаг де-
формации; lв – протяженность (длина) пластичес- 

кого контакта полосы с валком; σтисх – исходный пре-
дел текучести материала полосы; kεcp, ktcp, kucp – ко-
эффициенты, учитывающие соответственно влияние 
среднего относительного обжатия, средней темпе-
ратуры и средней скорости деформации на среднее 
значение напряжения текучести материала полосы 
в очаге деформации.
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Δ1п – упругое восстановление полосы.  
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 Коэффициент плеча момента 
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ро, р1 – нормальное напряжение на границе упруго-
пластического контакта полосы с валком соответ-
ственно в зоне отставания и в зоне опережения; 
φmaxc – угол, характеризующий положение макси-
мума на эпюре контактных нормальных напряже-
ний, рассчитанный с учетом влияния упругих дефор-
маций валков и полосы. 

 
Мощность на бочках валков 
 
Мощность прокатки, т.е. суммарная мощность на 

бочках двух валков равна:  
 
- по силам трения: 
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 (49) 

 
- по силе прокатки: 
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в
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р
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  (50) 

 
где Vв – окружная скорость валков. 

 
Для определения мощности на валу приводного 

двигателя рабочей клети необходимо учесть потери 
на трение в подшипниках валков и на трения каче-
ния между валками, а также передаточное число 
привода рабочих валков и к.п.д. привода конкрет-
ной клети. 

Уравнения (49) и (50) записаны для случая, когда 
привод обоих валков рабочей клети осуществляется 
одним двигателем.  

Приведенные в данной работе решения и ре-
зультаты исследований по теоретическому опреде-
лению крутящих моментов при холодной полосо-
вой прокатке, отражают современный уровень зна-
ний о данном процессе, а для их реализации пред-
ложены соответствующие методики, учитывающие 
особенности и закономерности фрикционного, 
упруго-пластического, температурно-скоростного и 
силового взаимодействия полосы с валками при 
холодной прокатке [9, 10, 16, 17, 23, 24], что позво-
ляет рекомендовать их для практического исполь-
зования. По меньшей мере можно утверждать, что 
использование теоретических решений для опре-
деления крутящих моментов по силе прокатки в ка-
честве неотъемлемой части единой методики рас-
чета энергосиловых и кинематических параметров 
процесса холодной прокатки обеспечивает прогно-
зирование данного параметра с удовлетворитель-
ной точностью и надежностью. Это подтвержда-
ется данными, представленными в табл. 2, где 
наряду с расчетными величинами крутящих мо-
ментов по силе прокатки и мощности, потребляе-
мой приводными двигателями стана, приведены 
экспериментальные данные о силе прокатки. Срав-
нение расчетных данных о силе прокатки с экспе-
риментальными данными показывает, что они от-
личаются не более чем 5,2…8,5%. Это косвенно 
подтверждает, что рассчитанные по силе прокатки 
значения крутящих моментов характеризуются 
практически такой же точностью и надежностью, 
как и экспериментальные данные.
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Точность определения параметра γс/αс по фор-
муле (43), полученной при описании напряжений 
трения условием τ=fp [9] оказалась недостаточной 
для надежного прогнозирования крутящего мо-
мента по силам трения. По этой причине расчетные 
данные о крутящих моментах по силам трения не 
приведены. Это означает, что для выполнения рас-
четов крутящих моментов по силам трения нужны 
данные о параметре γс/αс, полученные с более вы-
сокой точностью и надежностью. Вместе с тем здесь 
уместно еще раз отметить, что расчетные значения 
параметров γ/α, γс/αс, получаемые по формулам (13) 
и (43) для соответствующих условий прокатки, на 
точность расчета крутящих моментов по силе про-
катки оказывают слабое влияние, или практически 
не влияют.  

Обобщая сказанное можно заключить, что повы-
шению точности расчета крутящих моментов по 
силе прокатки и, особенно, по силам трения, будут 
способствовать решения, направленные на получе-
ние зависимости для определения параметра 
φmax/αс и на повышение точности прогнозирования 
параметра γс/αс. Для осуществления этих рекомен-
даций нужно решить контактную задачу теории про-
дольной прокатки с использованием более коррект-
ной модели для описания напряжений трения, учи-
тывающей особенности и закономерности кинема-
тического взаимодействия полосы с валками. 

 
ВЫВОДЫ 
 
1. Несмотря на кажущуюся простоту удовлетво-

рительное замкнутое теоретическое решение за-
дачи по определению крутящих моментов по силе 
прокатки в литературе не предложено, поскольку 
отсутствует теоретическое решение для определе-
ния коэффициента плеча момента ψ. Поэтому на 
практике величину коэффициента ψ обычно не рас-
считывают, а выбирают из имеющихся эксперимен-
тальных данных, либо назначают, руководствуясь 
опытом и интуицией, что связано с большими по-
грешностями. 

2. Дан анализ методов теоретического определе-
ния крутящих моментов по силе прокатки и по силам 
трения при холодной прокатке. Показано, что для 
теоретического определения крутящих моментов 
этими методами необходима точная информация 
об уровне и характере распределения контактных 
напряжений. Установлено, что основной причиной 
низкой точности и надежности прогнозирования 
контактных напряжений при холодной прокатке яв-
ляется недостаточная физическая и математическая 
обоснованность моделей, применяемых в совре-
менной теории продольной прокатки для описания 

напряжений трения на контакте полосы с валками, 
которые по существу являются допущениями. С це-
лью устранения этого недостатка предложена и ре-
ализована новая, более корректная модель для опи-
сания напряжений трения при холодной прокатке, 
учитывающая особенности кинематики очага де-
формации. 

3. С использованием новой модели напряжений 
трения получены новые данные о крутящих момен-
тах, определяемых по силе прокатки и силам трения 
и выполнено сравнительное исследование их точно-
сти. Результаты исследования показали, что методы 
определения крутящих моментов по силе прокатки 
и по силам трения являются равноценными.  

4. Установлено, что на точность расчета крутящих 
моментов по силе прокатки решающее влияние ока-
зывает точность определения коэффициента плеча 
момента, в то время как точность расчета крутящих 
моментов по силам трения зависит исключительно 
от точности определения протяженности зоны опе-
режения (нейтрального угла) при холодной про-
катке. Подтверждено, что определение коэффици-
ента плеча момента по координате центра тяжести 
эпюры контактных нормальных напряжений обес-
печивает прогнозирование данного параметра и 
крутящего момента по силе прокатки с удовлетвори-
тельной точностью.  

5. Предложено решение для теоретического 
определения крутящих моментов при холодной 
прокатке по силе прокатки, учитывающее влияние 
натяжения и упругих деформаций валков и полосы, 
в основу которого положена более корректная зави-
симость для расчета коэффициента плеча момента и 
разработана методика для его реализации. Иссле-
дования показали, что новое решение обеспечивает 
прогнозирование коэффициента плеча момента и 
крутящих моментов при холодной полосовой про-
катке с удовлетворительной точностью и надежно-
стью и дают основание рекомендовать его для прак-
тического применения. 

6. Применение теоретических решений для рас-
четного определения крутящих моментов при хо-
лодной прокатке по силам трения в настоящее 
время невозможно из-за недостаточной точности 
прогнозирования протяженности зоны опережения 
(нейтрального угла). Для получения надежных дан-
ных о параметрах γс/αс, и φmax/αс, что будет способ-
ствовать повышению точности прогнозирования 
крутящих моментов как по силам трения, так и по 
силе прокатки, необходимо решить контактную за-
дачу теории продольной прокатки с использова-
нием корректной модели для описания напряжений 
трения, отражающей особенности силового и кине-
матического взаимодействия полосы с валками. 
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